
Lecture 08

라플라스변환과아날로그시스템



22024. 03. 04.

라플라스변환
▪ 특정 𝑥 𝑡 에 대하여 𝑋 𝑓 가 존재하지 않은 경우가 있음

▪ 예, 𝑥 𝑡 = 𝑒2𝑡𝑢 𝑡

▪ 연속 시간 푸리에 변환을 확장한 개념인 라플라스 변환
(Laplace transform)을 도입함

𝑋 Ω = 0
∞
𝑒2𝑡𝑒−𝑗Ω𝑡𝑑𝑡

= 0
∞
𝑒 2−𝑗Ω 𝑡𝑑𝑡

=
1

2−𝑗Ω
𝑒2𝑡𝑒−𝑗Ω𝑡 ฬ

∞
0

= ∞

𝑋 𝑠 = ∞−
∞
𝑥 𝑡 𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡



32024. 03. 04.

라플라스변환
▪ 라플라스 변환 : 𝑋 𝑠 = ∞−

∞
𝑥 𝑡 𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡

▪ 𝑠 = 𝜎 + 𝑗Ω, Ω = 2𝜋𝑓

▪ 𝑠는 복소 변수

▪ 𝜎 = 0인 경우 𝑠 = 𝑗Ω에서의 𝑋 𝑠 값이 𝑥 𝑡 의 연속 시간 푸리에 변환과
동일함

▪ 라플라스 변환은 보통 다음과 같이 표시함

𝑋 𝑠 = 𝐿 𝑥 𝑡

𝑥 𝑡 ↔ 𝑋 𝑠



42024. 03. 04.

라플라스변환
▪ 예, 𝑥 𝑡 = 𝑒2𝑡𝑢 𝑡

▪ 𝑋 Ω = ∞

𝑋 𝑠 = 0
∞
𝑒2𝑡𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡

= 0
∞
𝑒 2−𝑠 𝑡𝑑𝑡

=
1

2−𝑠
𝑒 2−𝜎 𝑡𝑒−𝑗Ω𝑡 ฬ

∞
0

=
1

𝑠−2
if   2 − 𝜎 < 0

𝑋 𝑠 =
1

𝑠−2
, 𝑅𝑂𝐶: 𝑅𝑒 𝑠 > 2

ROC(region of convergence, 수렴영역)



52024. 03. 04.

라플라스변환
▪ 예, 𝑥 𝑡 = −𝑒2𝑡𝑢 −𝑡

𝑋 𝑠 = ∞−−
0
𝑒2𝑡𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡

= ∞−−
0
𝑒 2−𝑠 𝑡𝑑𝑡

=
−1

2−𝑠
𝑒 2−𝜎 𝑡𝑒−𝑗Ω𝑡 ቤ

0
−∞

=
1

𝑠−2
if   2 − 𝜎 > 0

𝑋 𝑠 =
1

𝑠−2
, 𝑅𝑂𝐶: 𝑅𝑒 𝑠 < 2

𝑒−𝑎𝑡𝑢 𝑡 ↔
1

𝑠 + 𝑎
, 𝑅𝑂𝐶: 𝑅𝑒 𝑠 > 𝑅𝑒 −𝑎

−𝑒−𝑎𝑡𝑢 −𝑡 ↔
1

𝑠 + 𝑎
, 𝑅𝑂𝐶: 𝑅𝑒 𝑠 < 𝑅𝑒 −𝑎



62024. 03. 04.

라플라스변환
▪ 예, 𝑥 𝑡 = 𝑒−2𝑡𝑢 𝑡 + 𝑒2𝑡𝑢 −𝑡

𝑋 𝑠 = ∞−
0
𝑒2𝑡𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡 + 0

∞
𝑒−2𝑡𝑒−𝑠𝑡𝑑𝑡

=
1

2−𝑠
𝑒 2−𝜎 𝑡𝑒−𝑗Ω𝑡 ቤ

0
−∞

−
1

2−𝑠
𝑒− 2+𝜎 𝑡𝑒−𝑗Ω𝑡 ฬ

∞
0

= −
1

𝑠−2
+

1

𝑠+2
if   2 − 𝜎 > 0 and 2 + 𝜎 > 0

𝑋 𝑠 = −
1

𝑠−2
+

1

𝑠+2
, 𝑅𝑂𝐶:−2 < 𝑅𝑒 𝑠 < 2



72024. 03. 04.

수렴영역성질

𝒙 𝒕 의존재영역 𝑹𝑶𝑪의형태

𝑢 < 𝑡 < 𝑣 영역에서만
𝑥 𝑡 존재

(유한 영역 신호)

모든 𝑠-영역

𝑡 > 𝑎 영역에서만
𝑥 𝑡 존재

(우측 신호)

𝑅𝑒 𝑠 > 𝑏
(𝑠-평면의 오른쪽 영역)

𝑡 < 𝑐 영역에서만
𝑥 𝑡 존재

(좌측 신호)

𝑅𝑒 𝑠 < 𝑑
(𝑠-평면의 왼쪽 영역)

𝑥 𝑡 −∞부터 ∞까지 존재
(양측 신호)

𝑒 < 𝑅𝑒 𝑠 < ℎ
(𝑠-평면의 수직띠 영역)



82024. 03. 04.

라플라스변환성질
▪ 선형성

▪ 𝑋1 𝑠 = 𝐿 𝑥1 𝑡 , 𝑋2 𝑠 = 𝐿 𝑥2 𝑡

▪ 𝑎1, 𝑎2는 임의의 상수

→ 𝑥 𝑡 = 𝑎1𝑥1 𝑡 + 𝑎2𝑥2 𝑡 ↔ 𝑋 𝑠 = 𝑎1𝑋1 𝑠 + 𝑎2𝑋2 𝑠

▪ 예, 𝑥 𝑡 = cos Ω0𝑡 𝑢 𝑡 =
1

2
𝑒𝑗Ω0𝑡𝑢 𝑡 +

1

2
𝑒−𝑗Ω0𝑡𝑢 𝑡

1

2
𝑒𝑗Ω0𝑡𝑢 𝑡 ↔

1

2

1

𝑠−𝑗Ω0
, 𝑅𝑂𝐶: 𝑅𝑒 𝑠 > 0

1

2
𝑒−𝑗Ω0𝑡𝑢 𝑡 ↔

1

2

1

𝑠+𝑗Ω0
, 𝑅𝑂𝐶: 𝑅𝑒 𝑠 > 0

cos Ω0𝑡 𝑢 𝑡 ↔
1

2

1

𝑠−𝑗Ω0
+

1

2

1

𝑠+𝑗Ω0
=

𝑠

𝑠2+Ω0
2, 𝑅𝑂𝐶:𝑅𝑒 𝑠 > 0



92024. 03. 04.

라플라스변환성질
▪ 시간 이동 성질

▪ 𝑥 𝑡 를 시간 축에서 𝑎만큼 이동시킨 𝑥 𝑡 − 𝑎 의 라플라스 변환은 𝑒−𝑎𝑠𝑋 𝑠
가 되고 𝑅𝑂𝐶는 변하지 않음

▪ 예, 𝑥 𝑡 = 𝑒− 𝑡−1 𝑢 𝑡 − 1

𝑦 𝑡 = 𝑒−𝑡𝑢 𝑡 라 할 때 𝑥 𝑡 = 𝑦 𝑡 − 1 이므로 시간 이동 성질을 이용함

𝑥 𝑡 − 𝑎 ↔ 𝑒−𝑎𝑠𝑋 𝑠 , 𝑅𝑂𝐶: 𝑋 𝑠 의 𝑅𝑂𝐶

𝑋 𝑠 = 𝑒−𝑠𝑌 𝑠 =
𝑒−𝑠

𝑠+1
,

𝑅𝑂𝐶: 𝑅𝑒 𝑠 > 1



102024. 03. 04.

라플라스변환성질
▪ 𝑠-영역 이동 성질

▪ 𝑋 𝑠 를 𝑠-영역에서 𝑎만큼 이동시킨 𝑋 𝑠 − 𝑎 에 대응하는 시간 영역 신호는
다음과 같음

▪ 예, 𝑥 𝑡 = 𝑒−2𝑡 cos Ω0𝑡 𝑢 𝑡

𝑠-영역에서 코사인 신호의 라플라스 변환을 −2이동

𝑒𝑎𝑡𝑥 𝑡 ↔ 𝑋 𝑠 − 𝑎 , 𝑅𝑂𝐶:𝑋 𝑠 의 𝑅𝑂𝐶를 𝑎이동

cos Ω0𝑡 𝑢 𝑡 ↔
𝑠

𝑠2+Ω0
2, 𝑅𝑂𝐶: 𝑅𝑒 𝑠 > 0

𝑒−2𝑡 cos Ω0𝑡 𝑢 𝑡 ↔
𝑠+2

𝑠+2 2+Ω0
2, 𝑅𝑂𝐶: 𝑅𝑒 𝑠 > 2



112024. 03. 04.

라플라스변환성질
▪ 척도 조절

▪ 𝑥 𝑡 에 대한 라플라스 변환을 𝑋 𝑠 라 하고 𝑅𝑂𝐶를 𝑅이라 할 때, 시간 영역
및 𝑠-영역에서의 척도 조절 성질은 다음과 같음

▪ 미분 성질

▪ 𝑥 𝑡 에 대한 라플라스 변환을 𝑋 𝑠 라 할 때, 다음 성질을 가짐

𝑥 𝑎𝑡 ↔
1

𝑎
𝑋

𝑠

𝑎
, 𝑅𝑂𝐶: 𝑅를 𝑎만큼 척도 조절

𝑑𝑥 𝑡

𝑑𝑡
↔ 𝑠𝑋 𝑠 , 𝑅𝑂𝐶: 𝑋 𝑠 의 𝑅𝑂𝐶를 포함

−𝑡𝑥 𝑡 ↔
𝑑𝑋 𝑠

𝑑𝑠
, 𝑅𝑂𝐶: 𝑋 𝑠 의 𝑅𝑂𝐶



122024. 03. 04.

라플라스변환성질
▪ 컨벌루션 성질

▪ 𝑥1 𝑡 , 𝑥2 𝑡 의 라플라스 변환이 각각 𝑋1 𝑠 , 𝑋2 𝑠 이고 𝑅𝑂𝐶를 𝑅1, 𝑅2라 할
때,

𝑥1 𝑡 ∗ 𝑥2 𝑡 ↔ 𝑋1 𝑠 𝑋2 𝑠 , 𝑅𝑂𝐶: 𝑅1⋂𝑅2를 포함



132024. 03. 04.

라플라스변환표
𝒙 𝒕 𝑿 𝒔 𝑹𝑶𝑪

𝛿 𝑡 1 All 𝑠

𝑢 𝑡
1

𝑠
𝑅𝑒 𝑠 > 0

−𝑢 −𝑡
1

𝑠
𝑅𝑒 𝑠 < 0

𝑒−𝑎𝑡𝑢 𝑡
1

𝑠 + 𝑎
𝑅𝑒 𝑠 > −𝑎

−𝑒−𝑎𝑡𝑢 −𝑡
1

𝑠 + 𝑎
𝑅𝑒 𝑠 < −𝑎

𝒙 𝒕 𝑿 𝒔 𝑹𝑶𝑪

𝑡𝑛−1

𝑛 − 1 !
𝑒−𝑎𝑡𝑢 𝑡

1

𝑠 + 𝑎 𝑛
𝑅𝑒 𝑠 > −𝑎

−𝑡𝑛−1

𝑛 − 1 !
𝑒−𝑎𝑡𝑢 −𝑡

1

𝑠 + 𝑎 𝑛
𝑅𝑒 𝑠 < −𝑎

cos Ω0𝑡 𝑢 𝑡
𝑠

𝑠2 + Ω0
2 𝑅𝑒 𝑠 > 0

sin Ω0𝑡 𝑢 𝑡
Ω0

𝑠2 + Ω0
2 𝑅𝑒 𝑠 > 0

𝑒−𝑎𝑡 cos Ω0𝑡 𝑢 𝑡
𝑠 + 𝑎

𝑠 + 𝑎 2 + Ω0
2 𝑅𝑒 𝑠 > −𝑎

𝑒−𝑎𝑡 sin Ω0𝑡 𝑢 𝑡
Ω0

𝑠 + 𝑎 2 + Ω0
2 𝑅𝑒 𝑠 > −𝑎



142024. 03. 04.

라플라스역변환
▪ 라플라스 역변환(inverse Laplace transform)

▪ 복소 적분은 이해하기 매우 어려운 내용이므로 구했던 라플
라스 변환 결과를 이용하여 라플라스 역변환을 구함

▪ 예, 𝑋 𝑠 =
1

𝑠+1 𝑠+2
=

1

𝑠+1
−

1

𝑠+2

𝑥 𝑡 =
1

𝑗2𝜋
න

𝜎−𝑗∞

𝜎+𝑗∞

𝑋 𝑠 𝑒𝑠𝑡𝑑𝑠

1

𝑠+1
↔ 𝑒−𝑡𝑢 𝑡

−1

𝑠+2
↔ −𝑒−2𝑡𝑢 𝑡

𝑥 𝑡 = 𝑒−𝑡𝑢 𝑡 − 𝑒−2𝑡𝑢 𝑡



152024. 03. 04.

LTI 시스템분석
▪ 배웠던 LTI 시스템 분석 방법

▪ 시간 영역 : 임펄스 응답 ℎ 𝑡 로 시스템을 정의하고 입력 신호와 ℎ 𝑡 의 컨벌
루션 연산으로 출력 신호를 구함

▪ 주파수 영역 : 주파수 응답 𝐻 𝑓 로 시스템을 정의하고 입력 신호의 스펙트럼
𝑋 𝑓 와 𝐻 𝑓 의 곱을 통하여 출력 신호의 스펙트럼을 구함

▪ 시스템이 구체적으로 어떤 물리적인 동작을 실행하는지를
알기에는 부족함

→라플라스 변환을 이용하면 LTI 시스템을 구체적으로 분석할
수 있음



162024. 03. 04.

LTI 시스템분석
▪ 예, 주어진 시스템의 임펄스 응답 ℎ 𝑡 = 𝑒−𝑡𝑢 𝑡

▪ 라플라스 변환 : 𝐻 𝑠 =
1

𝑠+1
, 𝑅𝑒 𝑠 > −1

▪ 라플라스 변환의 컨벌루션 성질에 따르면

𝑌 𝑠 = 𝑋 𝑠 𝐻 𝑠 =
𝑋 𝑠

𝑠 + 1
⇒ 𝑠 + 1 𝑌 𝑠 = 𝑋 𝑠 ⇒ 𝑠𝑌 𝑠 + 𝑌 𝑠 = 𝑋 𝑠

▪ 라플라스 역변환을 적용하고 미분 성질을 이용하면

𝐿−1 𝑠𝑌 𝑠 + 𝑌 𝑠 = 𝐿−1 𝑋 𝑠

𝐿−1 𝑠𝑌 𝑠 + 𝐿−1 𝑌 𝑠 = 𝑥 𝑡

𝑑𝑦 𝑡

𝑑𝑡
+ 𝑦 𝑡 = 𝑥 𝑡

𝑦 𝑡 = 𝑥 𝑡 −
𝑑𝑦 𝑡

𝑑𝑡



172024. 03. 04.

LTI 시스템분석
▪ 예, 주어진 시스템의 임펄스 응답 ℎ 𝑡 = 𝑒−𝑡𝑢 𝑡



182024. 03. 04.

LTI 시스템분석
▪ 주파수 영역에서 𝐻 Ω 의 그래프를 통해서 시스템을 분석

할 수 있음



192024. 03. 04.

LTI 시스템분석

▪ 𝐻 Ω = 𝐻 𝑠 = 𝜎 + 𝑗Ω ቤ
𝜎 = 0

이므로 라플라스 변환을 이용

하여 대략적인 𝐻 Ω 모양을 구할 수 있음

𝐻 𝑠 =
𝑁 𝑠

𝐷 𝑠
= 𝐺

ς𝑖=1
𝑅 𝑠−𝛽𝑖

ς𝑘=1
𝑃 𝑠−𝛼𝑘

𝐻 𝑠 = 𝐺
ς𝑖=1
𝑅 𝑠−𝛽𝑖

ς𝑘=1
𝑃 𝑠−𝛼𝑘

= 𝐺
ς𝑖=1
𝑅 𝑠−𝛽𝑖

ς𝑘=1
𝑃 𝑠−𝛼𝑘

𝐻 𝑠0 = 𝐺
ς𝑖=1
𝑅 𝑠0와영점 𝛽𝑖까지의거리

ς𝑘=1
𝑃 𝑠0와극점 𝛼𝑘까지의거리

𝛽𝑖는 영점(zero)

𝛼𝑘는 극점(pole)

특정 𝑠0에서의 값



202024. 03. 04.

LTI 시스템분석
▪ 예, 𝐻 𝑠 =

1

𝑠+0.9 2+4

▪ 극점 : 𝑠 = −0.9 ± 𝑗2

▪ 𝐻 Ω =
1

𝑎𝑏
, Ω = ±2일 때 𝑎 또는 𝑏가 0.9로 최솟값이 되어 Ω = ±2부근에서

𝑎𝑏값이 매우 작아지고 𝐻 Ω 가 큰 값을 가짐. Ω = 0에서 𝐻 0 ≈ 0.208임.



212024. 03. 04.

LTI 시스템분석
▪ 시스템의 성질과 전달 함수의 수렴 영역


